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Introduccién

En el trabajo se definen las integrales impropias de primera especie y se proponen
dos teoremas que permiten determinar la convergencia de la integral, sin necesidad
de hallar la primitiva de la funcién, a través de la comparacion para este tipo de
integral, asi como otro teorema que contribuye al analisis de la convergencia
absoluta y condicional. Lo anterior tiene como objetivo facilitar la revelacién de los
nexos y la concatenacién que existe con la teoria analoga en las series numéricas
para términos positivos y términos variables, durante el desarrollo del Proceso de
Ensefianza de la matematica 111l

Desarrollo

Algunos aspectos teodricos-pedagogicos

Un objetivo importante en la ensefianza de la matematica es la asimilaciéon por
parte de los alumnos de un saber seguro, exacto, estructurado sistematicamente y
aplicable. Ellos deben adquirir habilidades en los conceptos, teoremas y
procedimientos fundamentales de una asignatura, sobre todos los que constituyen
base para la comprension de otras asignaturas del afo, disciplina y carrera.
Entiéndase por habilidades segin Rubinstein, los componentes automatizados de
la actividad consciente del hombre, que son elaborados en el proceso de su
realizacién. Una vez que los alumnos tengan formadas las habilidades referidas
anteriormente podran resolver problemas, cuestion basica en la ensefiaza de la
Matematica.

Una de las habilidades que debe formarse en los estudiantes de las carreras de
Ciencias Técnicas de Cuba lo constituye "~ Determinar la convergencia 6 divergencia
de las integrales impropias™, implicita en los programas de la Matematica |. Estas
integrales impropias especificamente las de primera especie trascienden a los
programas de la Matematica |, pues son utilizadas en la Matematica IlIl para
analizar el caracter de una serie de términos positivos a través del criterio de la
integral y donde a partir de la solucion de la integral impropia asociada a la serie se
puede determinar el caracter de la misma y viceversa.

Por otra parte también son utilizados en la Matematica Ill, el criterio de
comparacion para determinar el caracter de algunas series de términos positivos,
asi como el criterio que permite analizar la convergencia absoluta y condicional de
una serie de términos variables, de ahi que creemos que resulta importante el



trabajo con los diferentes criterios sobre las integrales impropias que permitan
determinar la convergencia de un integral impropia sin necesidad de calcular su
primitiva. Generalmente esta teoria no se aborda durante la imparticion de la
Matematica I, por lo que recomendamos planificar y organizar la distribuciéon de los
contenidos de manera que dicha teoria relacionada con las integrales impropias de
primera especie sea desarrollada en Proceso de Ensefianza de la Matematica |

Lo anterior contribuira a que los alumnos asimilen la teoria relacionada con la
series, pues se podra realizar una adecuadaza sistematizacion entre las dos teorias,
garantizando un nivel de partida 6ptimo en los estudiantes, a través del desarrollo
del Proceso de ensefianza de la Matematica 111

Las integrales impropias de primera especie. Criterios de convergencia
En el capitulo referido a las integrales definidas se estudia las integrales propias o

de Riemann de f(x), en [a,b] y donde el intervalo es acotado y la funcion es
acotada en dicho intervalo.

Definicion: Sea f(x) continua en intervalos de la formas [a,+®), (~o,b] o en
+00 b +00

(— oo,+oo). A las integrales If(x)dx, jf(x)dx y jf(x)dx se le llama integrales
a —0 —0

impropias de primera especie.
b

En cuanto al primer caso podemos definir la funcién z (b) = I f(x)dx, con b>a, si

a

lim z(b)=l llamamos a la primera integral convergente y por definicion

b— +o

+00 b

J-f(x)dx =b|im .[f(x) dx=1, si para b — 400 la funcién z (b) no tiene limite (finito)

— 4o

a a

la primera integral se llamara divergente y no tendra ningun valor numérico.
+ o0

A continuacion determinaremos para qué valor de m, I d—;( converge y para qué

1
valores diverge.

o 1
' dx lim 5 dx i p" 1 — m)1 converge
X" boed T bsel1om 1-m) | :
+00, m(1ldiverge
Tdx o hdx
En el caso en que m =1 tendremos j—: lim [—=lim (Inb—lnl):+oo por lo
1 X b—>+oo1 X b— +w

tanto concluimos que
““dx  [converge, m)l
x™ | diverge , m<1

m
1

Teorema 1. Sea f (xX) y g(X) integrables en [a,b] cona<by
0 < f(X)<g(x) V x>aentonces

+00 + 00
i) si jg(x) dx converge = If(x)dx converge

a a



i) si J. f(x)dx diverge = J.g(x)dx diverge

+ o0

Demostremos i) si J.g(x) dx converge, = J. f (x)dx converge.
a a
b

Definamos z (b) =.[ f (X)dx la cual tiene limite finito cuando b— o, como f(x) es
a
no negativa V Xx>a se cumple que z (b) es una funciéon no decreciente de b, ahora

si b, )b entonces
by b b, b
z (b)) = jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dxgjf(x)dx:z(b), luego z(b) es no
a a b a
decreciente, si ademas tenemos que f(x)<g(x) Vx>a y V b)a tendremos que
b b +o0
z (b)= .[f(X)dXSJ-g(X)dXS'[g(X)dX:I, de lo anterior concluimos que z(b) esta

acotada superiormente cunado b—+ o

Por tanto como z (b) es no decreciente y estd acotada superiormente entonces
b

3 bII'm z(b) lo que quier decir que z (b) =I f (x)dx converge

a

+00
Demostremos i i) por el absurdo. Supongamos que Ig(x)dx converge entonces

a

+00
por el aspecto i) del teorema 1, If(x)dx converge, lo cual es una contradiccion

a

+00
por tanto jg(x)dx diverge.
a

Ejemplos: Analizar la convergencia de las integrales siguientes:

e
a) Iﬁdx
1 1+ X" +cos” x

4

e 1 1 ‘Fdx
0¢ 5 — < > <— VX221 como I—z converge, m =2 )1 entonces
1+x“+cos"x 1+x° X 1 X
+00 _x*

€
Iﬁdx converge.
11+ X +cos” X



X+2, X 1 1 1
) =—= Vx>1, como |—=dx diverge pues m = — (1 entonces
N N x% j\/; T2
X+2
j—dx diverge.

Teorema 2: Sean f(x) y g(x) continuas y no negativas VX =>a y sea que g(x) es
diferente de cero para todos los x bastante grandes. Entonces, si existe el limite
finito

. (X) - +00 +00 .
lim—==k=0, las integrales J.f(X)dX y Ig(x)dx convergen o divergen

a
simultdneamente

Ejemplos: Analizar la convergencia de

a).[
1+x?
3
XZ
X2 1. R
Sea f(x) = >, seleccionemos g(x) = —, lim 1+ X% _fim =1#0 como
1+ X R 1 x—+0 ] 4 XZ
X2 )
X2

3

I—dx diverge m = —(1 entonces J.—dx diverge

X2
jdx

b) IZsenz[—

1

(1) 2 21 . :

2sen’| — |®— cuando X >+, sea f(x) =2sen°| — | es positiva y continua V x>1
X X X

X |

1 . :
y 9g(x) = —; es positiva y continua V x>1
X

1
Zsenz(j % o +e0 1
. X , X
lim ——2= Ilim 2-=2%0, como .[_2 converge m=2 )1 = jsenz(—JdX
X—>400 L x—>+ooi i X 1 X
x? x?

converge



Integrales absolutamente convergentes
Definicion: Sea la funcion f(x) definida ¥V X> a e integrable en [a,b], donde b)a

+00
la integral Jf(x)dx se denomina absolutamente convergente, si converge la

a

integral ﬁ f (X)| dx

+00 +00 +00
Si la integral I f(x)dx converge y “ f (X)| dx diverge, entonces I f(x)dx se
a a a

denomina integral condicionalmente convergente.

+00
Teorema 3: Si la integral j|f(x)| dx converge, entonces la integral converge
a
también

+00
Demostracion.  Consideremos  que “ f (X)| dx  converge, entonces

a

+00
bII'm I|f(x)|dx= | (+00 , ahora como V X del dominio de la funcion f(x) se cumple
—>+0

a

—|f(X)| < f(x) < | f (X)| , Si sumamos |f(X)| a todos los miembros de la desigualdad
tendremos

0 < | f (X)| +f(x)< 2| f (X)|, luego la integral T2| f (X)|dX: 2T| f (X)|dX converge de

ahi que I(f (X)+|f(x)|)ix converge por el teorema 1 y el apartado i). Esto Gltimo

a

b

significa que la integral J.(f (x) +|f(x)|)dx tiene limite finito cuando b — +w , ahora
a

podemos escribir f(x) = f(x)+ |f(X)|—| f (X)| V X >a y de donde para cualquier b)a

tendremos

b b b

.[ f(x)dx= .[(f (x) +| f (X)|)dx—j| f(x) dX| , todo sumando del miembro derecho de la

a a

a

igualdad anterior tiene limite finito cuando b — 40 . Por lo tanto la integral

400

b
I f (X)dx cuando b —+ o0, tiene también limite finito, es decir la integral j f (x)dx

a a
converge

) . , ‘feos x
Ejemplo: Analizar la convergencia de I > dx

i X
cosx| 1 _ Fdx o
—1<— VX X)1 . La integral .[_2 converge, pues m =2 )1, por consiguiente
X X X
1

la integral dada es absolutamente convergente, por lo tanto converge. El reciproco



+00

no se cumple: la integral If(x)dx puede ser convergente y no ser absolutamente
a

convergente

Ejemplos: Analicemos la convergencia de:

¢ COS X 1 -1
j-—dx desarrollemos esta integral por partes u =

cosxd X, V =sen X

1

senx . L
—ZVX X)1. Aplicando el procedimiento

XZ

+00
¢ COS X senx
J'—dx =—senl+ I—zdx ,
X
1

anterior concluimos que j—zdx es absolutamente convergente y por lo tanto
1
converge. De esta manera son finitas las dos expresiones en el miembro derecho

COSX
de la igualdad anterior, por tanto el miembro izquierdo es finito y '[
converge.

#lcos X
I—dx mostremos que esta integral no converge absolutamente, es decir

**lcos x|

que j—

1
dividiendo esta desigualdad por x)l1y para cualquier b)1l tenemos

1 1
dx diverge. En efecto de la desigualdad |COSX|ZCOS2 X=E+EC052X

b +00
COS X dx 1 C0S 2X dx
I| |d > I —dx (1), laintegral _[— diverge, pues m =1
X
1

T X 27 X
. £ C0S 2X . ) -1
Analicemos j—dx utilizando el método por partes u =—, du=—-dx, y
X X X
1 ¢ COS 2X sen2x
d v=cos2x d x, Vv = Esen2x, luego J.—d I la

misma converge, ahora si consideramos que b—>+oo en la de3|gualdad (&9)
obtendremos que el miembro derecho es infinito por tanto el izquierdo es infinito
?|cos x

+00
COS X
también, de donde J.—dxdlverge Por lo que I—dx no converge
X
1

absolutamente. Es cond|C|onaImente convergente

Conclusiones:

Los criterios para determinar la convergencia o divergencia de las integrales
impropias de primera especie, sin hallar la primitiva de la funcidon propiciara:

-Facilitar la revelacion de los nexos y la concatenacidn que existe con la teoria
analoga en las series numéricas para términos positivos y términos variables,
durante el desarrollo del Proceso de Ensefianza de la matematica 111



-La creacién de nivel de partida necesario para la asimilacién de la teoria analoga
en las series numéricas para términos positivos y términos variables, durante el
desarrollo del Proceso de Ensefianza de la matematica 111

- El establecimiento de una adecuada sistematizacibn entre los criterios para
determinar la convergencia o divergencia de las integrales impropias de primera
especie, sin hallar la primitiva de la funcién con la teoria analoga en las series
numeéricas para términos positivos y términos variables, durante el desarrollo del
Proceso de Ensefianza de la matematica Il1
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