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Particulas en un campo electromagnético.
Transformacion del Lorentz de los vectores campo
eléctrico y campo magnético.

1. PARTICULAS EN EN UN CAMPO ELECTROMAGNETICO

1.1. Cuadripotencial de un campo

Al considerar la situacion de una particula inmersa en el contexto de un campo, los
datos experimentales nos muestran que la forma de interaccion de la particula con
el campo viene determinada por su carga, g, y, asimismo, la forma de interaccion
del campo con la materia viene determinada por un cuadrivector, Ai, dependiente

de las coordenadas y del tiempo, que llamaremos cuadripotencial del campo y que
apareceria en la expresiéon de la accién mediante un término aditivo de la forma

b
EJ‘Ai.dxi
c
a
(la constante ¢ se ha afiadido por conveniencia, a fin de homogeneizar las
formulas)
Entonces, se tiene:

- Acciodn de una particula libre

S = j.(— me.ds)

- Accidn de una particula en un campo electromagnético:

b
S = J‘(— me.ds + gAi .dxij
/ c

(siendo ds = w/—a’x[2 el intervalo diferencial)

Si llamamos potencial vectorial al vector de componentes las tres primeras
componentes del cuadripotencial y potencial escalar a la cuarta componente
multiplicada por la unidad imaginaria de los nimeros complejos y signo opuesto:

- Potencial vectorial: A = (Al,Az,A3)

- Potencial escalar: ¢ =—i.4,

1.2. Expresion de la accién en funcion del cuadripotencial:

En funcién de los potenciales vectorial y escalar, y sustituyendo la expresién del
intervalo diferencial, se puede escribir la accidén en la forma siguiente:
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b b
s=[- ——_ + L[ (A, + Ay, + Aydv) + A,dx,) =
dt c

b _ d 2 d 2 d 2 d 2 b
([ me (e i v +€j[(Al.ﬁ+Az.ﬁ AL0)d i), (lcdt)j
) dr A a T ar

2. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO. FUERZA DE LORENTZ

2.1. Ecuaciones del movimiento. Notacion vectorial:

a

2 b
Del resultado anterior, S = J‘[— me’ |1 [ j +4 45 - ¢].dt, y siendo § =IL.dt
c c

(L Lagrangiana), se tiene:

Expresién de la Lagrangiana

y las ecuaciones de Lagrange

Calculemos:

—mc2—.— y,
aLj d cc. _d my +1d—A—

- Miembro izquierda: i(— = —2=Xt ¢
dt dt v\
2 1—()
C

ov
_dp q(0ddF od)_dp q0d agy;
dt or dt ot dt cot ¢

L) - S ~
- Miembro derecha: (ZTJ =VL = iV(A.v) - gV ¢, pero siendo
A C
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V(AY) = (AVV)+ (GVA) +V AV A A+ ANV AV) =0+ FVA)+V A (VA A)+0

se tiene entonces, igualando ambos miembros:

@4_28_14_}_2_.1_4’_\7:1( ﬁ;i) g (V/\A) QV¢
dt cot ¢ c c
y al simplificar:
dp _ qod L4
e L5 AV AA Y
dt 081‘ c ( )=ave

al separar los sumandos que son factores de la carga y los que lo son también de la
velocidad, se tendra:

dp 1 04
WLy -2 Vg |+ L5 AV A4
dt 1 c Ot / c ( )
llamando E——la—A—V¢ H=V A A, se tiene: @:qE—kg\?/\ﬁ
c Ot dt c

gue es la expresidén conocida como “Fuerza de Lorentz"”:
f=qE+LinH
f=qE + =V A
c
Los vectores E,H son el campo eléctrico y el campo magnético, respectivamente.

Para velocidades pequefias respecto de la velocidad c de la luz, el impulso p tiene
por expresion la conocida p =m.v, quedando:

2.2. Ecuaciones del movimiento. Notacion tensorial:

Aplicamos el Principio de Minima Accién (la variacion virtual de la accién es nula en
el movimiento real):

b
oS = 5!(— me.ds +2Al..dxl) =0
c

b b
Es decir: [(-medds +L5(adx,)) = [ (~mesds + L sadx, + L a.6dx) =0
C C C

—2dx,0dx; __ dx,

y siendo &ds = 5—dx’ =
2\—dx’ ds

—Lodx,=—u,0dx; , se tiene, al sustituir:

b
J.((mcui + gA,.)del. + 15Aidxij =0
c c

integramos por partes el primer sumando:



Particulas en un campo electromagnético.
La transformacion de Lorentz de los vectores campo eléctrico y campo magnético Carlos S. Chinea

b b b b
[mew, +2 4)dsx, = {(mcui + gAi)éxl} — [ (medu, + L da) s, =0~ [(medu, + 2L da)ax
C C C C

El término entre los dos limites es cero por tratarse de limites fijos (5xi|a = 5"[|,, =0)
En resumen, queda:

b
I((—mcdu[ ~Laa,)sx, + 15A[dx,.] =0
C C

y siendo dAi:%dxk, 51,—6‘415)6 J' mduébc——%d S + q 04, 9 Sedx, | =0
O ox; c Ox, c Ox,

intercambiamos entre si los subindices mudos del tercer sumando:

c Ox, c Ox,

(— me B e g -9 A B g5 904 5 dsJ=

b
j(— medu,se, -4 gy 5+ 994 dxidxkj =

a

b
'a[ ds c Ox, ds c Oox, ds
b
, A A,
/ ds c\oOx, Ox, )ds
Por ser arbitrarias las d,, sera: —mcﬂ+ 8A % %:0. En definitiva, se
ds 8xA Ox, ) ds
tiene, llamando F;, :%—%:
ox, Ox,
me 4y 1234
ds ¢
(ecuaciones del movimiento)
04, 04
El tensor F;k=a——a— se llama Tensor Campo electromagnético. Es, obvia-
X, Ox,

mente, un tensor antisimétrico de segundo orden.

3. TRANSFORMACION DE LORENTZ DEL CAMPO

3.1. Expresion de los vectores campo eléctrico y campo magnético en
funcion de las componentes del tensor campo electromagnético:

. = 104
- El vector campo eléctrico, E = ————V¢ Componentes:

c Ot
p_ \04 00 _icon lod,_ o od,_[od, o) .
c Ot Ox c Ox, 10X ox,  Ox ox, Ox,
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104, 0 _ icod, 104, _ 04, .04, :i(% —8A2J=in4

? c Ot 0x, c Ox, 10x, ox,  Ox, ox, Ox,
E, _ 104, 0¢ _ icody 104, :_i8A3 +l,8A4 _; 04, 04, _iF,
c Ot Ox, c Ox, 10x, ox,  Ox, Ox, Ox,
por tanto:

E= i(Fi4aF24aF34)

- El vector campo magnético, H =V A A. Componentes:

j O g
Ox, Ox,

j A0y
ox, Ox

j g
ox, Ox,

por tanto:

H = (F239F31>F12)

- El tensor campo electromagnético expresado con las componentes de los vectores
campo:
0 H, -H, -ikE
- H, 0 H, —iE,
(Ek) = .
H, -H 0 —iFE,
ik, ik, iE, 0

(Tensor de segundo orden antisimétrico)

3.2. Transformacion de Lorentz del tensor campo electromagnético:

La transformacion de coordenadas de Lorentz es

x; = (/7(x1 +iﬂx4)

X,= X ) 1 v
2 : , siendo p=—=—, f=-—
c

* (]
Xy = (0(364 - iﬂxl) c

Puesto que un tensor de segundo orden se transforma como un producto de

coordenadas, es decir, ij, se transforma como el producto de las coordenadas
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x;.x,, Y teniendo en cuenta que, en el caso del tensor campo electromagnético,
este es antisimétrico, lo que implica que x,.x, =0 (pues F, =0), i=1,2,3,4, y que

x.x, =—x,.x, (pues F, ==F_), x, #x, , se tendra:

X% = @(x, +ifx,).o(x, +ifx,) = @ (x.x, +ifx,.x, +ifx,x, — Bx,.x,) =
=@ (0+ifx,.x, —ifx.x, +0)=0

XX, = (X, +ifx,).x, = @(x,.x, +iffx,.x,)

XXy = (%, +ifx,).x; = (XX +ifx,.x;)

x,.x, = @(x, +ifx,).@(x, —ifx) = @° (x,.x, —ifx,.x, +ifx,.x, + Bx,.x)=
2
=9’ (x.x, = 0+0- f’x,.x,) = 0* (1= f7)x,.x,) = %xl')% =Xy
x,.x, = X,.0(x, +ifx,) = p(x,.x, +if}x,.X,)
X,.X, = X, %, =0
X)X, = X,.X,
X%y = X, 0(x, —ifx) = p(x,.x, —iffx,.x,)
X%, = X300, +if3x,) = p(x,.x, +iffx,.x,)
XX, = X,.X,
XXy = X300, = 0
Xy, = Xy (%, —if,) = (3%, = iBx;.x,)
x,.% = @(x, —ifx).o(x, +ifx,) = @  (x,.x, +ifx,.x, —ifx,.x + Bx.x,)=
2
=9’ (6% —0+0- fx,.0) = " (1= f7)x,.x) = %xw% = XN
Xy %, = @(x, —ifx).x, = @(x,.X, —ifx,.x,)
X%y = (X, = i).%, = (X%, —iff.x;)
x,.x, = @(x, —ifx).@(x, —ifx) = @° (x,.x, —iffx,.x, —ifx,.x, — Bx.x) =
=@ (0—ifx,x, +ifx,x,—0)=0
y el tensor campo electromagnético transformado Lorentz sera:

Fi'l Ez Fis E4 0 o(F, +ifF,) @(F;+ifF;) F,

(Fjjk): F2:1 F2:2 ina F2:4 _ (5, + i/éF24) 0 Fy P(Fy, — lﬂle)
B, F, Iy Fy P(Fy, +iFy,) £ 0 @(Fy, —ipF;)
Fl;l ng F, E4 F, o(F, —ipF,) o(F,;—ifF;) 0

3.4. Transformacioén de Lorentz del campo eléctrico:

= (E, B, Ey) = i(F Foy, Fy ) = i(F s 0(Fyy = iBF,) ), 0(Fay — iF)) =
i~ iE,,p(~iE, —if(~H,)),p(~iE, —ipH,)) = (E,,p(E, — BH,),¢(E, + fH,))
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E,-YH, E+YH,
C C

? v 2’ ” 2
C C

3.5. Transformacion de Lorentz del campo magnético:

E'=|E,

H =(H],H), H,)=i(F, Fy, Fy )= (Fyy 0(Fyy +iBF ), 0(Fy +ifF)) =
=(H,,0(H, + BE,),p(H, - fE,))
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