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Algunos profesionales formados en carreras en las que la fisica y la matematica se
imparte al nivel de los dos primeros afios de pregrado, necesitan en virtud de su
trabajo, frecuentemente aplicar conocimientos de la dindamica Hamiltoniana-
Lagrangiana, Analitica o Superior que no han recibido académicamente. Por lo general
ante esa situacidon buscan literatura especializada, pero suelen encontrarse con la
dificultad de que ésta no les es facil de asimilar por falta de la necesaria base
documental.

Con la pretensién de minimizar un tanto la citada dificultad, hemos preparado este
trabajo en el que se presentan de la manera mas asequible y directa posible los
conceptos, formalismos y procedimientos propios de la dindmica Hamiltoniana,
aplicados a problemas sencillos cuya solucidon ya conocen aplicando solamente la
segunda ley de la dindmica newtoniana y que ahora veran como se llega a los mismos
resultados aplicando, las ecuaciones de Lagrange y las candnicas de Hamilton.
Veremos también un tratamiento elemental de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi. Se hara
hincapié en mostrar que estos formalismos son en definitiva otras maneras de
expresar la conocida F =m.a, pero que aventajan a ésta por su aplicabilidad tanto a
sistemas inerciales como a los que no lo son, y ademas por sdlo involucrar relaciones
entre escalares.

Previamente necesitamos advertir sobre notaciones y términos que utilizaremos:

Por q denotaremos cualquier coordenada espacial a las cuales algunas veces nos
referiremos como grados de libertad.. Las derivadas totales respecto al tiempo de una
variable la denotaremos “acentuando” una o dos veces segun el caso, a la variable,
asi q' sera velocidad y ¢"serd aceleracion. El momento serd p=m.q' y por tanto

p'=m.q" serd fuerza. El momento p también serd otra coordenada en el espacio de las
fases cuyas coordenadas son las g como abscisas y las p como ordenadas.

Aunque las ecuaciones de Lagrange constituyen un sistema de tantas ecuaciones como
grados de libertad, vamos a referirnos en aras de la comprensidn, sélo a casos de un
solo grado de libertad y podemos escribir /a ecuacion de Lagrange asi:
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en donde es L=T -V funcién lagrangiana, con T energia cinética y V energia
potencial.

Veamos como (1) deviene en algo conocido.

L= %mq'z—V con lo cual, por (1):

%t(m.q')—F =0 y portanto: F =m.g", que es como decir nuestra familiar ¥ =m.a .

Las ecuaciones candnicas constituyen dos sistemas de ecuaciones aunque por lo ya
dicho sdélo necesitaremos una ecuacion de cada sistema:
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donde H = 5;+V es la funcion hamiltoniana.
m

Veamos como también (2) y (3) nos llevan a cosas conocidas.

La (2) nos lleva a una identidad:

q'=0H[dp = p/m=mq'[m=q'
y la (3):
p'=—0V/dq que es la ya conocida: F =—-0V/ox.

Las ecuaciones de Hamilton toman singular importancia en el tratamiento de los
sistemas dindmicos en el espacio de fases al cual ya hicimos referencia y mas adelante
volveremos a tratar.

Nos ocuparemos ahora de la muy importante ecuacion de Hamilton-Jacobi en la que
interviene una magnitud llamada accién representada por S la cual esta relacionada
con p mediante aS/Gx = p para el caso de un solo grado de libertad. Si en la expresion

ya vista de H despejamos p’ = 2m.(E— V) vemos que:

(6S/ox)’ =2m(E-V) (4)



una expresion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para el caso de un solo grado de
libertad.

Veamos ahora como ejemplo sencillo pero muy ilustrativo la aplicacion de los métodos
de la mecéanica newtoniana, las ecuaciones de Lagrange y las de Hamilton a un mismo
caso para mostrar la equivalencia de los tres métodos.

Tomemos el caso de la energia total del oscilador armdnico simple:

2 2
LA - S

Por las ecuaciones de Lagrange:

d
E(m.q')+kq20 por lo que m.g"=-kg vy lleva a la conocida F =-kx donde

reconocemos a F =m.a después de las pertinentes transformaciones que propone la
mecanica newtoniana.

Para las ecuaciones de Hamilton tendremos en cuenta que podemos escribir £=H
con lo cual utilizando p y ¢g se tendra.

y por (3):

p'=—k.q olo que es lo mismo nuestra familiar F'=—k.x quellevaa F =m.a.

Una de las mas importantes aplicaciones de la ecuacion de Hamilton-Jacobi es la de
servir de punto de partida para llegar a la ecuacion de Schrédinger unidimensional de
la mecdnica cuantica por la simple sustitucién de p en (4) por el operador cudntico de

h
p para un solo grado de libertad —l—i
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A las coordenadas ¢, p se les denomina coordenadas fasicas pues lo son en el plano de
las fases en el cual los ejes de coordenadas serdn el de abscisas, el eje de las g y el de
ordenadas, el eje de las p.

Las representaciones de funciones f(p,q) en el espacio de las fases, permite tratar
sistemas de ecuaciones diferenciales como los de los sistemas dinamicos los cuales,
sobre todo los no lineales, resultan dificil, si no imposible, de resolver por métodos
analiticos. Esto lo podremos ir comprobando mediante el tratamiento en el plano fasico
del sistema dinamico en el cual deviene la ecuacidén F =—k.x del oscilador armdnico.
Ecuacidon que puede escribirse x"= (— k/m)x y mediante la sustitucién x'=y plantear

el sistema dinamico:



xX= Y
y'= (=k/m)x

Como los primeros miembros son derivadas respecto al tiempo de x y de y, tendremos
dy/dx = (— (k/m)x)/y igualdad mediante la cual podemos calcular en cada punto

P(x',y") la pendiente de la curva solucion del sistema dindmico, los cuales daran la

pauta para el trazado de la trayectoria fasica del oscilador armdnico en el sistema de
coordenadas x', y cuyos puntos P(x,)') representaran los estados dindmicos del

oscilador segun transcurre el tiempo, o sea, que la trayectoria fasica nos ofrece un
retrato fasico de la dinamica del oscilador. En la mayoria de los casos este método
grafico es el Unico que se puede utilizar por lo ya dicho, aunque en el ejemplo que
mostramos, por su sencillez excepcional, la solucién analitica la podemos obtener a
partir de la expresiéon de la pendiente antes expresada, llegandose a la siguiente
igualdad:

y2/2 +mw?x?/2=E k=mo?

donde E es la constante de integracion, la cual reconocemos como energia mecanica
total pues vemos en el primer miembro la suma de las energias cinética y potencial.

Podemos transformar la ecuacidén cartesiana anterior en una expresion en funcién de
las coordenadas féasicas:

p’/(2E/0®)+q*/2E=1 (5)

expresion de la trayectoria fasica del oscilador armdénico que como advertimos es una
elipse mostrando que los estados dinamicos del oscilador son representados por los
puntos fasicos P(x,y). En este caso la trayectoria fasica es una oérbita cerrada en la
gue al ir recorriendo sus puntos, los estados fasicos P(x,y) se van repitiendo
periédicamente mostrando el caracter oscilatorio del movimiento que estudiamos.

Las trayectorias fasicas de los sistemas no oscilatorios son abiertas. Si las trayectorias
son atraidas hacia un punto o hacia una 6rbita cerrada a éstos se les llama atractores.
Contrario comportamiento tienen los puntos y 6rbitas cerradas repulsores. Tanto a los
puntos atractores como a los repulsores se les llama puntos fijos o de equilibrio del
sistema y en ellos tanto x' como ' son iguales a cero. Si la érbita cerrada no

contiene atractores, constituye lo que se denomina un ciclo limite.

En los sistemas como el oscilador armoénico, en los cuales E=constante, esto es, en los
sistemas conservativos, el area del espacio fasico que encierra una trayectoria fasica
como la expresada por (5), tiene un area constante. Esto puede verse al calcular el
area encerrada por la elipse (5) mediante A=rmab (a y b semiejes de la elipse) vy
obtenerse A=2nE/» donde en el segundo miembro s6lo hay constantes.

Si en el sistema E no es constante (sistema disipativo), el area se contrae. Las
ecuaciones de Hamilton se cumplen en los sistemas conservativos por lo que a éstos se
les llama hamiltonianos. En las regiones del espacio fasico de los sistemas
conservativos no existen atractores pues éstos contraerian las areas y tal cosa no
puede ocurrir pues como vimos, en dichos sistemas, el area es constante.



Tanto el concepto de espacio de fases como las ecuaciones candnicas de Hamilton,
tienen una importante aplicacion en el proceso de identificacion de una funcién como
integral o constante de movimiento como lo es la energia mecanica total.

Veamos sea la funcion f= f(p,q,t), para probar si es integral de movimiento se tendra
que cumplir que:

df /dt =0
para lo cual:

df [dt = of [0t +(f | Op) p'+(f | 0g)q'

por las ecuaciones de Hamilton:

df /dt = of | ot +{(&f |oq) OH |op — (f /op) OH | 0q )

donde lo cogido entre corchetes es el llamado Corchete de Poisson. Si f no depende
explicitamente del tiempo, esto es, of/ot=0, entonces si f es integral de movimiento o
lo que es lo mismo si df/dt=0, el Corchete de Poisson tiene que ser igual a cero. Lo
dicho pude comprobarse tomando como f a la energia E despejada de (5).

Hemos presentado pues, de la forma mas elemental posible lo fundamental de la
Dindamica Analitica o Hamiltoniana Lagrangiana utilizando ejemplos muy sencillos que
el lector ya conoce tratados por los métodos newtonianos lo cual le facilita la mejor
comprensién de los métodos de Hamilton-Jacobi y Lagrange.
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