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El estado de un sistema cudntico se describe por medio de la funcién de onda vy (r,
t), vy las variables dinamicas se representan mediante operadores hermitianos
(operador lineal que coincide con su propio operador adjunto, y en el que sus
autovalores son siempre reales) cuyas autofunciones forman un sistema ortonormal
completo. La funcién de onda contiene toda la informacion fisicamente de interés
acerca del sistema, puesto que a partir de ella puede calcularse el valor esperado
de cualquier variable dinamica.

En realidad todas las magnitudes fisicas, llamadas observables, se representan por
operadores autoadjuntos y sus valores medios A (r, p) vienen dados por

<A(r,p)>=]dr v Ay=[d’k¢ Ad

donde A es un operador cuya accion sobre y 0 ¢ se determina en cada caso segun
se elija la representacion de coordenadas o de momentos.

Se define el producto escalar de dos vectores de onda y; y y, (omitiendo la
dependencia en t) por la expresion

<wyalyi> =Ty (1) w1 (N =1d’k ¢ (k) ¢1 (k)

La condicién de normalizacién consiste en exigir que el vector de onda tenga norma
unidad <y |y > =1.

El significado fisico del producto escalar es que el médulo al cuadrado da la
probabilidad de que la particula con el vector de onda y; esté a la vez en el estado
con el vector de onda y,. Si los estados son independientes < vy, | y; > = 0 que
corresponde geométricamente a vectores ortogonales.

El valor medio de una magnitud fisica A (r, p) se representa como el producto
escalar <A> = < yly>.

Dos operadores no conmutan si el conmutador
[ A1 Al = A1 A, - A, A, es diferente de cero.

A" se llama operador conjugado de A, si para todo y; y y. de la clase escogida se
cumple

<y |Ay> = <Ay | yi>

Sus valores medios son reales.



*Estudiemos ahora el oscilador armodnico cuantico desde el punto de vista del
algebra de operadores. Para ello empecemos escribiendo el Hamiltoniano como

A = P2/ 2m + %2 m w? x*> (los valores en cursiva indican valores medios)
donde P2 es la componente sobre el eje x del operador momento de la particula.
Definimos las magnitudes
X = (mw/h)”?x , P = P, /(mhw)"
gue permite expresar el Hamiltoniano como la suma de las formas cuadraticas
H=v%hw(P +X°)
Lo que sugiere definir un operador y su adjunto tales que su producto sean
proporcionales al Hamiltoniano. Asi, definimos el operador de bajada a vy el de
subida a'
a=1/p (X+iP) , a'=1/p (X -iP)

Se puede facilmente comprobar que la relacion de conmutacién posicidn-momento
[X, P] =i se transforma en

[a,a1=aa -a a=1 y que el Hamiltoniano se puede reescribir como
A=v%hw(@a +a a)=hw (@ a = 1)

El término Y2 h w es consecuencia de que X y P no conmutan (principio de
indeterminacion).

Al operador de bajada (a) se llama también operador de aniquilacion y el de subida
(a") operador de creacién.

Estos operadores, pues, satisfacen las reglas de conmutacién

[a,a'l=1, [a,a]l=[a",a1=0

Se define el operador de nimero N en la forma

N=a"a que resulta ser hermiteano.

En términos de este operador, el Hamiltoniano puede ponerse en la forma simple
A=hw(N+%)

Para el operador de creacién se obtiene

a'|n>=(n+1)"?|n+1>

Y para el de aniquilacion

aln>=(n)”*|n-1>

La correspondencia entre la mecanica clasica y la cuantica de los operadores
correspondientes a la posicion y el momento es:



X=X Y=Y, z=1z

pPx = -i h §/6x ; py, = -ihd/d, ; p,= -i h §/s,
Asi, como ejemplo, la energia cinética que se expresa como

Ean = 2 m (V2+V,24v,2) = 1/2m  (p,°+p,°+p.2)

al pasar a su version cuantica queda en la forma

1/2m (p.>+p,*+p.,?) = -h*/2m v?

*Para campos en el vacio, las ecuaciones de Maxwell clasicas de los campos
electromagnéticos se expresan por las ecuaciones de onda

V2 E - 1/c® §°E/ 5t =0 VZH - 1/c? 8°H/s8t% =0

Siendo E el campo eléctrico y H el campo magnético, asi como c la velocidad de la
luz.

Si suponemos que los campos estan dentro de una cavidad de volumen L y que el
campo eléctrico estad polarizado en la direccion x y el magnético en la direccion v,
para un solo modo normal de amplitud q, podemos escribir

Ex(z, t) = ( 2w’m/el®)” q(t) sen (kz) ;  Hy(z, t) = (2w’m/eol®)”*(q"(t)eo/K) cos
(kz)

donde g es la permitividad eléctrica en el vacio. El nimero de onda k y la
frecuencia w cumplen k= w/c. La energia correspondiente viene dada por la funcion
de Hamilton H

H= 12 [3 (g0 Ex’+Ho Hy?) dv = 2 (mw? g?+ p?/m)
siendo dv un elemento diferencial de volumen, p=m q* el momento candnico de q y

Mo la permeabilidad magnética. La expresion de la derecha es la energia del
oscilador armdnico clasico.

En mecanica clasica el producto gp es igual al producto pq, y se dice, pues, que q y
p conmutan.

En el tratamiento cudntico se usan otros objetos matematicos para representar la

amplitud y su momento candnico. Se tiene la correspondencia g—Q, p—P. Pero
estos nuevos simbolos son tales que sus producto no conmuta

[Q/ P] = QP _PQ = ih 7 [Q/ Q] = [P/ P] =0

A Q vy P se les llama operadores.

Como vimos en el oscilador, se definen también el par de operadores a y a' en la
forma

a = 1/(2mhw)"” (mwQ+iP) , a’ = 1/(2mhw)” (mwQ-iP)

Operadores que satisfacen las reglas de conmutacion

[@,a'1=1 [@,al=[a’,a'1=0

Las expresiones anteriores de E, y H, en términos de los nuevos operadores seran



Ex (z,t) = ¢ (a+ a") sen (k 2) Hy (z, t) = -igg ce (a- a") cos (k z)

g se expresa en unidades de campo eléctrico.

Asi que E, y H, son también operadores que representan la polarizacién de los
campos eléctrico y magnético, asi como es un operador la energia expresada por el

Hamiltoniano

=hw (a" a + 2), que seria el Hamiltoniano de un oscilador cuantico que tiene,
entonces, valores discretos.

Investiguemos ahora los estados cuanticos correspondientes a cada valor E, de la
energia, al que asociamos con un vector [n>, pidiendo que éste sea la solucion de la
ecuacion de eigenvalores H [n> = E, [n>.
La primera solucion ||0>> corresponde al estado de energia mas baja (estado
base) Eo= Y2 h w, que se obtiene facilmente al notar que |0> también satisface la
ecuacion al0> = 0. (El operador a ha “aniquilado” al estado base).
Se tiene también que

"10> =|1> vy en general

an>=(n)”|n-1> a'|n> = (n+1)” |n+1>

Asi que por iteraciéon de a' n veces sobre el estado base, podemos expresar el
vector arbitrario ||n>> en la forma

In> = 1/(n!)” (a")" |0> n! = n(n-1) (n-2).....2 1

El esquema seflalado para |n> indica que hay n fotones con energia E, , y la
accién de a (a") sobre el estado |n> representa la perdlda (ganancia) de un foton
por parte del campo electromagnético. (Esta es la razén por la que a y a' se
conocen, respectivamente, como operadores de aniquilacién y creacidn).

|0> significa ausencia de fotones con energia Ey, que corresponderia al vacio.
*La ecuacién basica de Schrodinger de la mecanica cuantica

[-h2VY2m + V (r) Ty (r, t) =ihdy (r, t)/st

adolece de dos problemas fundamentales

e Primero no es relativista, asi que hay que modificarla por la ecuacion
relativista de la energia y el momento, resultando la ecuacion de Klein-
Gordon o la ecuacién de Dirac.

e Y segundo, se complica extraordinariamente al intentar ampliarla a una gran
cantidad de particulas. Ademas, las particulas mecanico-cuanticas de la
misma especie son indistinguibles en el sentido que la funcién de onda del
conjunto entero debe ser simétrica (bosones) o antisimétrica (fermiones),
cuando las coordenadas de sus particulas cuanticas se intercambian.

La técnica empleada para tratar sistemas cuanticos de muchas particulas idénticas
(bosones o fermiones) se llama formalismo de la segunda cuantificacion,
desarrollada a partir de 1927 por Paul A.M. Dirac para los bosones y extendido a
los fermiones por Eugene Wigner y Pascual Jordan en 1928. Tal formalismo permite



tomar en cuenta automaticamente en los calculos los aspectos combinatorios que
derivan de la estadistica apropiada al tipo de particulas del sistema. Ademas
facilita, como hemos dicho, extender la mecanica cuantica no relativista a sistemas
en los cuales el nimero de particulas no es una constante del movimiento,
extension que por otra parte es necesaria para describir los fendmenos que se
presentan en el dominio relativistico.

Supongamos que conocemos un sistema completo de autofunciones ortonormales
de una particula

v1 (&1), wa(&2),...

que pudieran corresponder, por ejemplo, a los estados estacionarios de la particula
en un campo de fuerzas v (£). La variable ¢ indica el conjunto de las variables
espaciales r y de spin ¢ de una particula, y los subindices 1, 2,... representan los
numeros cuanticos que identifican la autofuncion.

Consideremos un sistema de n bosones que no interactlan y que estan sometidos a
v (£). Si el sistema estd en estado estacionario, cada una de las particulas que lo
componen se encuentran en uno de los estados y; (§), vy (€),... Sea n; el numero
de particulas que estan en el estado y;; n; se denomina nimero de ocupacién o
poblacion de dicho estado y puede ser nulo o tomar cualquier valor entero positivo
<n. La enunciacion de todos los niumeros de ocupacién de los estados y; determina
el estado del sistema, que queda especificado por

ni, Ny,... enteros no negativos tales que X n; = n.

Se usaran entonces para designar la funcidon de onda del sistema, y escribiremos

WYn = WYn; ni,n2..

Los nimeros de ocupacion jugaran el rol de variables independientes, en vez de las
variables habituales &3, &,,... de las particulas.

A continuacién se introducen los operadores fundamentales a, de la segunda
cuantificacion (como anteriormente, por sencillez, las letras en cursiva las
asimilamos a valores medios), que operan directamente sobre las variables ny, n,,...
Se definen especificando su efecto sobre las funciones basicas . n1 n2,.. del espacio
de nameros de ocupacién J del siguiente modo

— 2
dj Vn; n1,n2,..= (ni) Wn-1; n1,n2,..,ni-1,...

Es decir: el efecto de a; es reducir en una unidad el nimero de ocupacion del estado
i y multiplicar por (n;)"*. Por tal motivo a; se denomina operador de aniquilacién (de
una particula en el estado i). a; reduce en una unidad el nimero total de particulas,
de modo que transforma funciones del subespacio [, en funcidn del subespacio 1.

El operador a;" adjunto de a; aumenta en una unidad la poblacién del estado i y
multiplica la nueva funcién por (ni+1)", segln

T _ 2
a; Wn; n1,n2,..,ni,.. = (ni+1) Wn+1; n1, n2,..,ni+1,...

Por lo tanto a;" transforma funciones de 7, en funciones de ,4;. Por este motivo a,”
se denomina operador de creacidn (de una particula en el estado i).

Operando se obtiene

t —
aj dj Vn; n1, n2,..,ni,..= Ni Wn; n1, n2,..ni,..



Asi que n; estd representado por una matriz diagonal cuyos elementos son n;.
Entonces n; seria el operador nimero de particulas en el estado i.

El operador nimero total de particulas seria
n=Ynm=Ya a

Y operando se obtiene la relacién de conmutacion entre a, y a;’
[a, a'l = a;a’ - a'a; = 1

Los operadores de creacion y aniquilacion que operan sobre nimeros de ocupacion
diferentes es obvio que conmutan, de modo que puede escribirse para todo i, j

[@, a;'1 = &; [a, al =1[a’, a1=0

Los operadores a; y af juegan el mismo papel que los operadores a y a' definidos
anteriormente para el oscilador arménico.

Dichos operadores de creacidén y aniquilacion permiten expresar cualquier variable
dinamica del sistema de muchas particulas por medio de un operador que actla
sobre los nimeros de ocupacion.

Si f.() es el operador que representa una variable dindmica f de una particula (por
ejemplo, el impulso p) para la a-ésima particula, esto es, el operador que actla
solamente sobre las variables &, (a= 1,2,....n), el correspondiente operador
simétrico respecto a todas las particulas del sistema (digamos, el impulso total P,
por ejemplo) se define como

FO = 5 £,

O sea, el efecto F) sobre cualquier estado del sistema de n particulas puede
calcularse si se conoce su efecto sobre las funciones basicas yn; n1na..

Al final, puede demostrarse que si la probabilidad que se produzca una transicién es
proporcional al numero de particulas que ocupan el estado de partida,
necesariamente debe ser también proporcional al nUmero de particulas que quedan
en el estado de llegada (condicidon de balance detallado).

La expresion anterior puede ponerse en funcidon de los operadores de creacion y
aniquilacion a;’ Yy ax, en la forma

FO =3 fY% a7 ay
Asi que hemos podido pasar del operador ordinario anterior que actla sobre

funciones coordenadas, a un operador que actla sobre las nuevas variables del
espacio de numeros de ocupacién 1.

La dltima expresion se parece a la
f=Yfila" ax
del valor medio de una variable dindmica f en un estado dado, escrito en términos

de los coeficientes a; del desarrollo de la funcion de onda como superposicion de
estados estacionarios. De esto proviene el nombre “segunda cuantificacién”.



El resultado se generaliza para operadores F*) que representan una magnitud que
depende de un par de particulas (por ejemplo, la energia potencial de interaccion
entre dos particulas cargadas). También para operadores F™ que involucran
cualquier niumero n de particulas.

De igual forma, el Hamiltoniano H del sistema de n particulas en interaccidon puede
expresarse en funcidn de los operadores a; y a,’.

Primero, en general H puede escribirse en la forma (en la aproximaciéon no
relativista)

H=3h + Yop vab'® + Yaopec™ +....

ha") es la parte de H que depende de las coordenadas de la a-ésima particula y
tiene la forma

ha? = - A2 vo/2m + v (r,)

donde v(¥ (r,) es la energia potencial de la particula en el campo externo. Los otros
términos corresponden a las interacciones entre las particulas, separando por
comodidad los términos que dependen las coordenadas de dos, tres,...etc.
particulas.

Y pasando a los operadores anteriores de creacién y aniquilacidon resulta, tras un
pequefio calculo

i + i T T
H=Y,h" a"a +v S 0mv®P,a’a aam +...
que es un operador que actla sobre las funciones de los nimeros de ocupacion.

En el caso de particulas gue no interactdan, sélo subsiste el primer término

H =% hMy a" a,

Si las vy (&), w2 (€),... son las autofunciones del Hamiltoniano de una particula, de
modo que hYy; = e y;, la matriz Hx es diagonal y se tiene

.
H=Xea a=2Zen,

De donde reemplazando los operadores n; por sus autovalores n;, obtenemos los
niveles de energia del sistema como

En: n1, n2,.= 2i € N como habria que esperar.

*La segunda cuantificacidon se puede aplicar a una base continua introduciendo los
operadores de campo, que se definen por

w(&) = i) a v ()= a’

Ahora, a; y a; se expresan en términos de los operadores de campo anteriores
como

ai=J i) w()ds a’ = [y (&) y (8)de

Claramente, en virtud de las propiedades de a; y a,’, los operadores y (£) y ¥'(E)
disminuyen y aumentan en una unidad, respectivamente, el numero total de
particulas del sistema.



Operando, se encuentra la expresiéon del operador A para el espectro continuo de
un observable de un campo de bosones

FO =S [y (&) fPu (8) de a ax = Zix fP% a ax
Que coincide con la anteriormente hallada del espectro discreto.
Y de igual forma se opera con F?,

Para H se obtiene el valor medio de la energia del sistema cuando las n particulas
estan en el estado vy (&).

Resumiendo, si el sistema esta constituido por varias clases de bosones (fotones,
etc.), hay que introducir en el formalismo de segunda cuantificacion los operadores
de aniquilacién y creacién a, a’, o bien los de campo y, y' para cada clase de
particulas.

Todas estas ideas basicas del método de segunda cuantificacion se mantienen para
los sistemas constituidos por fermiones (electrones, etc.) idénticos, pero aqui la
funcidn de onda yn; n1,n2,.€S antisimétrica, por lo que es importantisimo establecer
una convencion para determinar su signo.

En este caso, los operadores de aniquilacién y creacidon de fermiones, se definirdn
por

aif\l/n; ni,n2,..,ni,..= (']-)Ti_l_'(ni)v2 \Ifq/-l;nl,nZ,...,ni-l,...
ai Wn;ni,n2,...ni,.= ('1) I (ni+1) 2\Vn+1;n1,n2,...,ni+1,...

Si n; es e operador nimero de particulas en el estado i
t

n=2xn=2xa; a

es el operador numero total de particulas.

Se obtiene que

t t i
aga; +a; ar=0, ik
a,‘a,‘T + a,jL a; = 1

aga;+aia=20
aa’ +a’a’ =0

Que constituyen las relaciones de anticonmutacion para los fermiones.

Si no hay interaccién entre las particulas, las ecuaciones de movimiento de
fermiones y bosones se reduce a

ih dy (&)/dt = h™D(&) y (&)

que es formalmente idéntica a la ecuacién de Schrédinger para una particula

ih dy(g)/dt = h™ y (&) (*)

Pero hay que recalcar, sin embargo, que y (£) es un operador de campo y no una
funcién de onda ordinaria, asi que la primera ecuacién puede considerarse como la
“version cuantificada” de la ecuacion de Schrodinger (si interpretamos esta ultima
como la ecuacién de un campo cldsico y (¢), como por ejemplo la onda asociada a
una particula como un electrén).



Para finalizar decir que los operadores de creacidn y aniquilacion en la
representacion de interaccion (para t # 0) se escriben en la forma

iH*t T -iH*t

iH* t a'>e

-iH*t

a—(t) =etae ado) =e

Hemos sustituido H* por Ho®, y ar— y ax'— son los operadores correspondientes en
la representacion de Schrodinger o en la representacion de interaccion a t=0.

Una expresion mas compacta de los mismos es

-iWkt iWkt

a—(t) = a—(0) e a’—(t) = a'—>(0) e
donde la ultima resulta la adjunta de la anterior.

A partir de aqui nos introducimos en la Teoria Cuantica de Campos, al tomar como
punto de partida la ecuacidon (*), interpretando que dicha ecuacién rige la dindmica
de los operadores de campo v (£) y v (&), operadores que cumplen las reglas de

conmutacién fundamentales si el campo describe bosones o bien las relaciones de
anticonmutacion si se trata de fermiones.
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